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121. Beziehungen des E-Moduls zu Quellung und Dampfdruck
von Gelen

von Werner Kuhn
(13. IV. 61)

In einer vorangehenden Mitteilung?), deren Bezeichnungen in der vorliegenden
Notiz beibehalten werden sollen, wurde ein Gelstreifen betrachtet, welcher, gegebe-
nenfalls iiber den Dampfraum, durch Aufnahme von Lésungsmittel soweit gequollen
war, dass die Linge des mechanisch unbelasteten Probekérpers gleich L, und der
Querschnitt gleich a,2 war, wihrend der Partialdruck des Losungs- oder Quellungs-
mittels in dem mit dem Gelstreifen im Gleichgewicht stehenden Dampfraum gleich
p war. Es wurde festgestellt, dass fiir diesen Gelstreifen 2wesi Elastizititsmodule E
und E’ und zwer Poisson’sche Zahlen p und u’ existieren, je nachdem eine Lingen-
idnderung des Gelstreifens okne oder mit Aufnahme von zusitzlichem Losungsmittel
aus dem Einbettungsmedium vorgenommen wird.

Falls die Dehnung von L, auf Ly, = L, + AL ohne Aufnahme (oder Abgabe) von
zusitzlichem Losungsmittel vorgenommen wird, ist mit der Dehnung eine Abnahme
des Dampfdruckes [oder des Logarithmus des Dampfdruckes] des Quellungsmittels in
einer (volumenmissig kleinen) mit dem Gelstreifen in Berithrung stehenden Gas-
atmosphire verbunden, und zwar eine Abnahme um den Betrag

E
Alnp=— L AL. 1)

[p. = Molvolumen des Losungsmittels]. Gleichzeitig erfahrt die Querdimension eine
Anderung von a, auf wy—ay (1 — wALJI) . (1a)

Falls die Dehnung von L, auf L, in solcher Weise erfolgt, dass das Gel wahrend
der Dehnung laufend mit dem Einbettungsmedium Lésungsmittel austauschen kann,
so dass der Partialdruck des Losungsmittels in dem mit dem Gel in Kontakt befind-
lichen Dampfraum konstant gleich p bleibt, so ist mit der Dehnung eine Aufnahme
von Loésungsmittel verbunden. Die Querdimension a," der in Kontakt mit dem L6-
sungsmittel (vom Dampfdruck p) von L, auf L, + AL gedehnten Folie ist (analog

zu 1a): a,=a,(1 —u AL|L). (2a)

In (1a) und (2a) ist u bzw. u’ die PoissoN’sche Zahl bei Dehnung des Gels ohne bzw.
mit Aufnahme von Losungsmittel aus dem Einbettungsmedium.

Wenn wir den Gelstreifen zundchst ohne Bertihrung mit dem Einbettungsmedium
von L, auf L, + AL dehnen und den Streifen ansciliessend bei konstant gehaltenem
L, = L, + AL mit der Einbettungsfliissigkeit in Beriihrung bringen, so findet eine
Losungsmittelaufnahme unter Ubergang von a, auf a,’ statt, also eine Erhéhung der
Querdimension um , AL
Aa=ay—a,=a;, F (u—u). (2b)

1) W. Kunn, Helv. 44, 927 (1961).
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Da der Losungsmittelpartialdruck der ¢n Kontakt mit dem Losungsmittel ge-
dehnten Folie, d. h. der Lésungsmittelpartialdruck des bei der Linge L, und dem
Querschnitt a,’? befindlichen Probekdrpers gleich p ist, folgt, dass bei der Anderung
der Querdimension von a, auf a," der bei konstanter Linge L, gehaltenen Folie eine
Dampfdruckerhéhung um den in Gleichung (1) angegebenen Betrag eintritt; d. h.
wir haben (nach (1) und (2b)):

_ , . 3
L.const 3 RTL al_f% - ) 3RTa, p—u ()

da (e

Dampfdruckiinderung bei isotroper Quellung
Es gelingt nun, mit Hilfe der Bezichung (3) eine Aussage iiber die mit einer 7sotropen
Quellung verbundene Dampfdruckinderung zu finden: wir erinnern daran, dass der
in Kontakt mit dem Einbettungsmedium von L, aufL, = L, 4+ AL gedehnte Versuchs-
korper die Querdimension a,’ (Gleichung 2a) und den Dampfdruck p (des Einbettungs-
mediums) besitzt. Eine isotrope Quellung ist offenbar erreicht, wenn die Querdimen-
sion die wir mit a,” bezcichnen wollen, so beschaffen ist, dass

(@y = a1)[ay = (Ly — L,)/L, “4)
ist, d. h. wenn
ay, = a, (1+ALJL) (4a)
ist, oder, unter Beriicksichtigung von (2a), wenn
ay —ay =a, (1+p)AL|L (4b)
ist.
Eine bei konstanter Linge L, = L, + AL vorgenommene Vergrosserung der
Querdimension um den in (4b) angegebenen Betrag fithrt das Gel in einen isotropen,
bezogen auf den Ausgangszustand L,, 4, in jeder Richtung um den Faktor (1-+A4L/L;)

dilatierten Zustand iiber, und wir stellen auf Grund von Gleichung (3) fest, dass der
Logarithmus des Dampfdruckes in diesem Zustande von ln  um den Betrag

Alnp = (a; — ay) (A1n p[A2); _ g0e (3)
verschieden ist, also gemiss (3) und (4b) um den Betrag

1 AL

_ Lo ,
At = swr = EHH) T (5a)
Es gilt somit:
dlnp\  Egp 14y
(olnL) T 3RT u—u (5b)

(isotrope Quellung)

Wir kénnen noch beriicksichtigen, dass bei der isotropen Quellung die relative Vo-
lumenéinderung AV|V =3 AL|L ist, so dass anstatt (5b) geschrieben werden kann:

(()lnp) B Egr 1+u
ov a ORT u-u
isotrope Quellung

1
v

(S¢)
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Hiernach ist die relative Dampfdruckidnderung 4 In $, welche notwendig ist, um
eine relative Volumeninderung Avjv des isotropen Gelstreifens durch (zusitzliche)
Quellung herbeizufithren, proportional dem Modul E des (aus der Einbettungsfliissig-
keit entfernten) Gelstreifens und ausserdem noch abhingig von der PoissoN’schen
Zahl u bzw. u’, welche bei einer Dehnung des Gelstreifens ausserhalb der bzw. i» der
Einbettungsflissigkeit beobachtet wird.

Da, wie kiirzlich gezeigt wurde, allgemein
2
E = £ (1= 5 -] (6)

ist, kann man natiirlich anstatt (5c) auch schreiben:

dlnp\  E'gp 1+u 1 i
(555) = 58F womn-remwm v (6a)

isotrope Quellung

Hier ist die fiir eine Volumenédnderung durch isotrope Quellung benétigte Dampidruckande-
rung in Beziehung gesetzt mit 4, 4’ und dem Modul E’ des mit dem Quellungsmittel im laufenden
Losungsmittelaustausch befindlichen Gelstreifens.

Da fiir stark gequollene Gele y praktisch genommen gleich 0,5 ist, geht fiir diesen
héufigen und wichtigen Fall die Beziehung (5c¢) iiber in

0ln 2 E 1 1
(_1’) A Ee 14 1 (5d)
ov
isotrope Quellung
[fiir stark gequollene Gele, genauer fiir y = 0,5]

und (6a) in

dln p E’ @r 1 1
( ov )‘ 3RT 1-2p" v (6b)
isotrope Quellung

[fiir stark gequollenes Gel, genauer fiir 4 = 0,5]

Dampfdruckinderung bei zweidimensionaler Quellung

Wir halten die Beziehung (5c¢) fiir die Dampfdruckinderung, welche einer Volu-
meninderung durch isotrope Quellung zugeordnet ist, fiir besonders wichtig. Es mag
indessen Fille geben, bei welchen auch die Dampfdruckinderungen bei zwei- oder
eindimensionaler Quellung von Interesse sind.

Eine zweidimensionale Quellung liegt vor, wenn die Lange eines Gelfadens konstant
gehalten wird und der Querschnitt durch Aufnahme von Lésungsmittel eine An-
derung erfihrt. Die Dampfdruckinderung, welche einer solchen [bei konstant ge-
haltener Linge vorgenommenen] Anderung der Querdimension a zugeordnet ist, ist
vorstehend durch Gleichung (3) gegeben. Da das Volumen

v=L- a2 (7

ist, erhalten wir sofort:

(Ge)=22ai (5),= 7ra- (7
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Indem wir dies in (3) einsetzen, erhalten wir sofort:

Aln p _(Alnp (Ai _ Egp 1 1
( Av )L_ Aa )L' Av)L* 3RTa, p—y’ 2La,

oder

dlnp\ Egg 1 1
( ov )L_ 6RT pu—p o (&)

Der Vergleich mit (5c¢) zeigt, dass

(dlnp)_i 1 (Olnp)
ov L 2 14+u \ 0v isotrope Quellung

)

Da p' (die Poisson’sche Zahl) fiir das im laufenden Austauschgleichgewicht mit
dem Losungsmittel gedehnte Gel stets kleiner als 0,5 ist, so folgt aus (9), dass der
Quotient aus Dampfdruckdnderung und Volumeninderung bei einer bei konstanter
Linge L vorgenommenen «sestlichen» Quellung grésser ist als bei der Volumenidnderung
durch isotrope Quellung.

Das hingt damit zusammen, dass die bei konstanter Léinge des Probekérpers vorgenommene
Dampfdruckinderung dann, wenn die Linge freigegeben wiirde, ausser der Querschnittsinderung
auch noch eine Lingeninderung und damit eine grossere Volumendnderung erzeugen wiirde; das

zu einem gegebenen d In p gehdrige d In v wird also bei isotroper Quellung grisser sein als bei einer
bei konstanter Linge vorgenommenen ausschliesslich seitlichen Quellung.

Dampfdruckdnderung bei eindimensionaler Quellung

Eine eindimensionale Quellung liegt bei den im Zusammenhang mit der Ver-
wandlung von chemischer in mechanische Energie erstmals untersuchten und herge-
stellten quergestreiften Systemen vor?). Bei diesem System ist 4% konstant und L
allein verdnderlich.

Um hier die Dampfdruckinderung zu finden, beachten wir zunichst, dass der
Dampidruck des in Kontakt mit dem Losungsmittel vom Dampfdruck  von L, auf
L, + AL gedehnten Probekérpers unveridndert gleich ¢ ist, wihrend die Querdimen-
sion durch (2a) gegeben ist. Bringen wir die Querdimension von dem in (2a) ange-
gebenen Wert auf den Wert a4, so ist die zugehérige Anderung gleich 4, — a,’, und
dies ist nach (2a) gleich

Ada=a,u AL|L . (10)
Die zugehorige Dampfdruckidnderung erhalten wir durch Einsetzen von (10 in (3):
_ ’ AL E PL 1
Aln?&—alﬂ T?RT{II —‘u—_‘u—,. (11)
Wir haben also ( Aln .7?,) I g W (11a)
AL Jar-const 3 RTL u—-p °

Auf Grund von (7) stellen wir fest, dass

Av 2 AL 1
bl = = = 11
( AL )u” = const @ oder ( Av )a’ = const a? ( b)

2) W. Kunn, Angew. Chem. 70, 58 (1958); Nature (London) 782, 762 (1958) ; Sitzungsber. Heidel-
berger Akad. Wiss., math. naturwiss. KL 7958, 545; W. KuHN, A. RaMEL & D). H.-WALTERS,
Chimia 72, 123 (1958); Angew. Chem. 70, 314 (1958); 4th Internat. Congress Biochem. Wien
1958, Vol. 9, 174 (1959).
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ist. Indem wir dies in (11a) einsetzen, ergibt sich daher

(A]np) -~ (Alnp) (AL) _E o w1
Av a? = const AL a® = const Av u“:const_ 3 RTL ,Ur—,u/ a?

und somit

_E ¢ w1
*T BT 'u_”, 7. (].].C)

(Dlnp

ov )u' = const

Besonders interessant an dieser Beziehung [aber durchaus natiirlich und notwendig’
ist der Umstand, dass (0 In $/00) 40 _ const fiir 4" = 0 verschwindet, d. h. Null wird
fiir Gele, bei welchen bei der mechanischen Dehnung des in die Einbettungsfliissigkeit
eingetauchten Versuchskorpers keine Querkontraktion eintritt.

Im iibrigen sei daran erinnert, dass in (8) und (11) g und u’ die Poisson’schen
Zahlen eines homogenen, ausserhalb bzw. 7z der Einbettungsfliissigkeit einer mechani-
schen Dehnung unterworfenen Versuchskérpers sind, wéahrend (8) und (11c) die
Dampfdruckdnderungen eines aus dieser Gelsulbstanz bestehenden Korpers darstel-
len, welcher unter solchen Bedingungen zusitzlich gequollen wird, dass bei (8) die
Linge, bei (11c) der Querschnitt kiinstlich konstant gehalten wird.

Es ist interessant festzustellen, dass durch die 3 Konstanten E, 4 und g’ die
gesamie Abhdngigkeit des Dampfdruckes bei der isotropen und bei der anisotropen Quel-
lung, sowie die mechanische Riickstellkvaft bei jeder Avt von Deformation mit und ohne
Beriihrung des Versuchskirpers mit der Einbettungsfliissigheit festgelegt sind. Selbst-
verstandlich ist es dabei méglich, auf Grund der angegebenen Bezichungen anstelle
der Parameter E, p und u’ teilweise andere Parameter wie E, y und E’ usw. einzu-
fithren.

Beziehung zwischen E-Modul und Quellungsdruck

Bei den vorigen Betrachtungen war p der Partialdruck des Losungs- oder Quel-
lungsmittels in dem mit dem Gelstreifen in Berithrung stehenden Einbettungsme-
dium. Es war dabei offen gelassen, ob  der Partialdruck des reinen Losungsmittels
oder ein verminderter Partialdruck ist. Fir das Folgende soll p irgendeinen, p, da-
gegen den Dampfdruck des reinen Losungsmittels darstellen. Entsprechend sei v, das
Volumen des gequollenen, den Partialdruck pg, und » das Volumen des den Lésungs-
mittelpartialdruck  besitzenden Versuchskérpers.

Es sei nun P der Quellungsdruck des auf dem Volumen v befindlichen Probe-
korpers gegeniiber reinem Losungsmittel, d. h. der Druck, den wir auf den Probe-
korper ausiiben miissen, um reines Losungsmittel aus demselben auszupressen. Zwi-
schen P, p und p, besteht dann die bekannte Beziehung

P~¢L:RTln%, (12)

wobei ¢; wiederum das Molvolumen des Losungsmittels bedeutet [genauer: die Zu-
nahme, welche der Probekérper bei Zufiigung eines Mols Losungsmittel erfihrt; die-
selbe strengere Definition gilt auch fiir ¢; in Gleichung (1) und in der vorangegangenen
Arbeit1)].

Wir beachten jetzt, dass nach (5¢) fiir eine isotrope Quellung gilt:

_ Eg@r 1+u dv
dnp=gpF =0 o
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oder, wenn wir zwischen den Grenzen v, bis v integrieren:

1+p dv
Inp—Inpo= 557 RT / P o (12a)
Durch Einsetzen in (12) erhalten wir daher:
7 14+u dv
P¢L:'§/ Epr o (13)
[allgemein]

Auf der rechten Seite dieses Ausdruckes sind sowohl E, x und u’ als auch ¢ [vgl.
die sirenge Definition im Anschluss an Gleichung (12)] Funktionen von v. Auf der
linken Seite von (13) steht der @,-Wert, welcher beim Volumen v des Probekdrpers
verwirklicht ist.

Fiir stark gequollene Gele wird @; gleich dem Molvolumen des Losungsmittels und
{zunichst) praktisch unabhingig vom Volumen v des Probekérpers sein. [Bei vom
Quellungsmittel weitgehend befreiten, also bei fast trockenen Gelen wird allerdings
infolge der dann eintretenden Volumenstriktion mit einer gewissen Abnahme von
@y zu rechnen sein.] Fiir stark gequollene Gele wird ausserdem u praktisch genommen
gleich 0,5 sein. In diesem Falle erhélt man anstelle von (13):

1+u d'v
P——/El =T (13a)

[fiir stark gequollene Gele, genau gesagt fiir 4 = 0,5 und ¢; unabhéngig von v]

Niherung fiir kautschuk-elastische Gele. Fiir Gele, bei welchen die gelbildende Sub-
stanz ein dreidimensionales riumliches Netzwerk ist, lassen sich auf Grund der kine-
tischen Theorie der Kautschukelastizitit fiir die in (13a) vorkommenden Gréssen,
insbesondere fiir die Abhéngigkeit des [ausserhalb der Einbettungsfliissigkeit gemes-
senen] Moduls E vom Quellungsgrade weitere Angaben machen, welche eine formel-
missige Integration von (13a) gestatten. Es sei

v/vtr =4 (14’)

der Quellungsgrad des Gels [Volumen des Gels geteilt durch das Volumen des im Gel
enthaltenen Gelbildners, d. h. geteilt durch das Trockenvolumen v,,] und G die Zahl
der pro Volumeneinheit des ungequollenen Gelbildners vorhandenen Netzbogen. Es
ist dabei G mit der Dichte g,, des trockenen Gelbildners, der LosceMIDT schen Zahl
pro Mol N, und dem Molekulargewicht M der das Gel aufbanenden Netzbogen (Mol-
gewicht der durch Vernetzungspunkte begrenzten Fiden) verkniipft durch die Be-
ziehung

G=0,N M. (14a)

Fiir den Elastizitdtsmodul des auf dem Quellungsgrade ¢ befindlichen Gels gilt dann,
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wenn T die absolute Temperatur und % die BoLTzmaNN’sche Konstante bedeutet?):

Y3

E=3kG-TqgW=3kGT 22— (14b)
wenn wir dies in (13a) einsetzen, erhalten wir
2 1 Y lap o
P= kG Tol [ 150 un - (14<)

Falls die PoissoN’sche Zahl x4’ [relative Querkontraktion des 4»n der Einbettungs-
fliissigkeit gedehnten Probekérpers] im Volumenbereich v, bis v konstant ist, ergibt
die Integration von (14c):

P=2kGT o} 11_“‘2’; (@0 oW —2kG- T 11_““2"1;, [(%)”3_ (’;_to')”s] . (14d)

Wenn der bei Sittigung des Gels mit reinem Quellungsmittel eintretende [maximale]
Quellungsgrad in Anwendung von (14) sinngemass mit

(qmax) == vo/vtr (143}
und der E-Modul des maximal gequollenen Gels mit E; bezeichnet, also
Ey=3kG T vlPy? (141)

gesetzt wird, so lautet (14d) unter Beriicksichtigung von (14b):

_ 2 1+4p Y\ 2 1+ go \ 13
P = 31— 2u 124 E° [( u—) 1] 3 1—2/1/ Eo [(T) o 1] (15)
oder auch, unter Beriicksichtigung von (14b) und (14a):
_ Ny 1+p [ 1 1
P=2kTo 3t 75y [W—W] (15a)

In Gleichung (15) ist der Quellungsdruck P (gegeniiber reinem Losungsmittel)
in Abhingigkeit vom Quellungsgrade ¢, vom maximalen Quellungsgrade gy, dem bei
diesemn (maximalen) Quellungsgrade vorhandenen E-Modul E,, sowie von der Zahl u’
wiedergegeben. In (15a) ist P wiederum als Funktion von ¢ und ¢, und daneben in
Abhangigkeit vom Netzbogengewicht M, der das Gel aufbauenden Netzbdgen dar-
gestellt.

Man kann auf Grund der Theorie der Kautschukelastizitit noch einen Schritt
weiter gehen, indem man das Molgewicht M, durch den maximal erreichbaren Quel-
lungsgrad g, ausdriickt. Es gilt niherungsweise#)

P 2oL
~ RT + 34 2 ¢

3) P. PASTERNAK & W. KUHN, Helv. 37, 340 (1948), insbesondere dortige Formel (4). S. auch
P. ]J. FLorY & J. REHNER, ]. chem. Physics 77, 521 (1943); 72, 412 (1944).

4) R. PASTERNAK & W. KUHN, Helv. 30, 1705 (1947), insbesondere dortige Formel (47). Siche
auch die bei?) angegebene Literatur.
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wobei fiir die Bedeutung der Konstanten B sowie fiir die Diskussion der Giiltigkeits-
grenzen auf die fritheren?®)4) Arbeiten verwiesen sei.

Es ist ersichtlich, dass man durch Einsetzen von (15b) in (15a) eine Beziehung
erhdlt, in welcher der Quellungsdruck des Gels beim Quellungsgrade ¢ [und damit
auch der Losungsmittelpartialdruck bei diesem Quellungsgrade] wollstdndig durch
den fiir das Gel charakteristischen maximalen Quellungsgrad ¢, und weitere, fiir Gel-
und Losungsmittel ein fiir allemal bestimmbare Konstanten ausgedriickt ist.

ZUSAMMENFASSUNG

Wenn das Volumen eines in einem Ldsungs- oder Quellungsmittel vom Partial-
drucke # isotrop gequollenen Gels durch zusitzliche Quellung um einen Betrag dv
erh6ht werden soll, so ist bekanntlich eine Erhohung des Partialdruckes desQuellungs-
mittels notwendig. Es wird gezeigt, dass diese Partialdruckerhéhung quantitativ aus
dem Elastizitdtsmodul E des gequollenen Gels und den Poisson’schen Zahlen g und
' berechnet werden kann, welche fiir die Dehnung des Gels ausserhalb und s Ein-
bettungsmedium giiltig sind.

Ausser der Partialdruckerhéhung, welche fiir eine Volumenvergrésserung durch
isotrope Quellung erforderlich ist, kénnen, ebenfalls als Funktionen von E, y und u’,
auch die Partialdruckerhéhungen angegeben werden, welche fiir eine zweidimensio-
nale Quellung (Quellung durch Querschnittsvergrdsserung bei konstant gehaltener
Linge) und fiir eine esndimensionale Quellung [Quellung durch Langeninderung bei
konstant gehaltenem Querschnitt] erforderlich sind.

Auf Grund dieser Beziehungen lisst sich auch der Quellungsdruck angeben, wel-
cher bei Beriihrung des zu einem willkiirlichen Grade gequollenen Probekérpers mit
reinem Losungsmittel auftritt, wiederum quantitativ als Funktion von Quellungsgrad,
E, pund g’

Im Falle gequollener kautschuk-elastischer Substanzen bestehen, wie von fritheren
Arbeiten her bekannt ist, Beziehungen zwischen dem F-Modul, dem Quellungsgrad
g und dem maximalen (bei der Quellung im reinen Lésungsmittel zu beobachtenden)
Quellungsgrad ¢,. In diesem Falle kann der beim Quellungsgrad ¢ auftretende Quel-
lungsdruck P angegeben werden als Funktion von ¢, ¢, und von fiir Gelsubstanz und
Losungsmittel ein fiir allemal bestimmbaren Parametern.
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